1 Gitekriterien numerischer Verfahren

Im Text habe ich keine Hinweise zur Giite des Fulerverfahrens gemacht;
deshalb will ich hier einige Bemerkungen dazu machen. Grundsétzlich spielen
folgende Faktoren bei der Beurteilung numerischer Verfahren eine Rolle:

e Modellierung
e Kondition

Stabilitat

Konsistenz

Konvergenz

2 Modellierung

Bei der Modellbildung oder Modellierung eines Losungsverfahrens kommt es
darauf an, wie passend das Verfahren die Wirklichkeit beschreibt. Ein gutes
Beispiel ist die im Text erwahnte Verbesserung der exponentiellen Wachs-
tumsgleichung durch die logistische Gleichung, die Verhulst vorgeschlagen
hat. Wie bei jeder naturwissenschaftlichen Untersuchung, muss das Modell
durch Experimente und Messungen untermauert werden. Dies hat Verhulst
in seiner Arbeit von 1845 erfolgreich durchgefiihrt.

3 Kondition

Fiir die weitere Betrachtung sei mit F' das Verfahren bezeichnet, mit dem
das Modell beschrieben wird und mit X unabhéngige Eingabeparameter,
wie Anfangswerte, Randbedingungen oder andere Parameter des Verfahrens.
Die Kondition des Verfahrens sagt etwas iiber die Abhéngigkeit von F unter
Anderungen von X aus oder anders: wenn man wenig an X wackelt, dann
sollte auch F sich nur wenig &ndern. Man formuliert das iiber die Differenz
|IF(X) — F(z)||, wobei x fiir geringfiigig gegeniiber X gestorte Eingabepara-
meter steht. Die Kondition ist eine Eigenschaft des durch F beschriebenen
Problems.



4 Stabilitat

Stabilitat ist eine dhnliche Eigenschaft, die sich aber auf das numerische Ver-
fahren, wir nennen es f, zur Losung oder Approximation von F bei gestorten
Eingabedaten (das konnen auch Rundungsfehler bei der numerischen Be-
rechnung sein) bezieht: ||F(z) — f(x)||, mit anderen Worten, f soll auch bei
gestorten Eingabedaten x das Verfahren F noch hinreichend gut approximie-
ren.

Kondition und Stabilitdt beeinflussen die Giite ||F(X) — f(x)| des Verfah-
rens F. Uber die Dreiecksungleichung und eine nahrhafte Null lift sich ab-
schétzen:

1E(X) = f(@)[| < |F(X) = E(@)[] + [|F(z) = f(z)]] (1)

Fiir die Darstellung der weiteren zwei oben genannten Eigenschaften neh-
men wir nun etwas spezieller an, dass, wie in unserem Beispiel der kontinu-
ierlichen logistischen Gleichung, das Losungsverfahren zur ndherungsweisen
Berechnung der kontinuierlichen Losung durch Diskretisierung einer Differen-
tialgleichung entsteht. Sei dazu F die exakte Losung eines kontinuierlichen
Problems, f; die Losung der diskretisierten Aufgabe zur Schrittweite h.

5 Konsistenz

Zur Definition der Konsistenz eines Losungsverfahrens vergleicht man nun
die Abweichung von exakter Losung zur Losung der diskretisierten Aufgabe
fiir einen Rechenchritt von x,, nach z,,; (um genau zu sein, wird die relati-
ve Zuwachsrate bzgl. F mit der bzgl. fj, verglichen). Man spricht bei dieser
Differenz dann von dem lokalen Diskretisierungsfehler. Um ein Maf fiir die
Giite der Diskretisierung zu haben, fiihrt man die sog. Konsistenzordnung
ein. Dazu definiert man:

Ein Verfahren hat die Konsistenzordnung p € N, wenn die Differenz der re-
lativen Zuwachsraten von der Ordnung O(hP) ist.

Das verwendete explizite Eulerverfahren ist konsistent und hat die Konsis-
tenzordnung 1.

Im Text wird eine Fehlerabschiitzung fiir die Differenz aus kontinuierlicher Losung
und diskretisierter Losung angegeben. Dort geht h in den Fehler quadratisch ein, die
Konsistenzordnung des Eulerverfahrens ist aber 1.



6 Konvergenz

Es bleibt der Begriff der Konvergenz des Verfahrens. Hier wird man erwar-
ten, dass die dikretisierte Naherungslosung f; die kontinuierliche Lésung F
iiberall, also nicht nur an den Diskretisierungspunkten x,, beliebig genau ap-
proximiert sondern auch dazwischen, wenn man nur h klein genug macht.
Nun ist aber f; nur an den Diskretisierungspunkten x,, definiert und so kann
man nicht einfach F'(x) — fj,(x) bilden, wenn x nicht zufillig ein z,, ist. Statt
dessen betrachtet man einen beliebigen Zielpunkt x, an dem man die konti-
nuierliche Losung F(x) und die Ndherungslosung f, () vergleicht, wenn man
beginnend beim Anfangswert (g, yo) die Naherungslosungen mit der Schritt-
weite h, = *=*¢ berechnet; dann trifft x genau auf einen x,-Wert.

Auch hier definiert man eine Konvergenzordnung; fiir das explizite Eulerver-
fahren betrégt sie ebenfalls 1.




